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Zusammenfassung

Es kommen verschiedene Aspekte der Zerlegungsgleichheit zur Sprache: Varianten zu
Pythagoras, Gegensatz von Methode und Kreativitét, Fragen der Beweiskraft, Symmet-
rie, Optimierung, rationale und irrationale Rechtecke, Farben und Asthetik.
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1 Der Klassiker

Die Abbildung 1 zeigt einen klassischen Zerlegungsbeweis des Satzes von Pythagoras.

Abb. 1: Klassischer Zerlegungsbeweis zu Pythagoras

2 Aufsetzen von Dreiecken und Vielecken

Nun gilt der Satz von Pythagoras aber auch, wenn wir zum Beispiel regelméBige Drei-
ecke an den Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ansetzen (Abb. 2).

Abb. 2: Zyan = Magenta
Die Abbildung 3 zeigt eine passende Zerlegung.



Hans Walser: Puzzle 3/21

Abb. 3: Zerlegung
Statt Dreiecke konnen wir beliebige regelmifige Vielecke ansetzen (Abb. 4 bis 8).

Abb. 4: Fiinfecke
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Abb. 5: Sechsecke

Abb. 6: Siebenecke
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Abb. 7: Achtecke

Wir erkennen ein einheitliches Muster. Natiirlich konnen wir auch Quadrate nach die-
sem Muster ansetzen (Abb. 8).

Abb. 8: Quadrate
Die Figur hat einige Verwandtschaft mit dem Klassiker der Abbildung 1.
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3 Pythagoreische Dreiecke

Pythagoreische Dreiecke sind besonders einfach. Wir illustrieren das am Beispiel des so
genannten ,,Lehrerdreiecks* mit dem Seitenverhiltnis 3:4:5.

Zunichst konnen wir die angesetzten regelméfigen Dreiecke durch kongruente kleine
regelméBige Dreiecke ausschopfen (Abb. 9). Dabei wird man wohl versuchen, eine
kombinatorisch ,,schone* Farbung zu erreichen.

Abb. 9: Das Lehrerdreieck
Wir konnen die kleinen Dreiecke zu groeren Figuren zusammenfassen (Abb. 10).

Abb. 10: GroBere Puzzle-Teile

Wird auf Symmetrie verzichtet, kann die Anzahl der Teile noch mehr eingeschrinkt
werden (Abb. 11).
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Abb. 11: Asymmetrische Lésung

4 Quadrat und Dreieck

Ein Quadrat und ein flachengleiches Dreieck sind zerlegungsgleich. Die Abbildung 12
zeigt eine klassische Zerlegung (Dudeney, 1903).

Abb. 12: Quadrat und Dreieck
Das Beispiel lisst sich als Gelenkmodell darstellen (Abb. 13).
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Abb. 13: Gelenkmodell
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Die Abbildung 14 zeigt eine weniger elegante Losung, dafiir ist die Basislinie des Drei-
eckes parallel zu der des Quadrates.

Abb.14: Quadrat und Dreieck

Die Teile in der hohenmiBig oberen Hilfte des Dreieckes miissen beim Einpassen in
das Quadrat um 180° gedreht werden (Punktspiegelung). Die iibrigen Teile kénnen pa-
rallel verschoben werden.

Im Beispiel der Abbildung 15 muss nur das rote Dreieck auf die Spitze gestellt werden.

y

Abb. 15: Das rote Teil muss umgedreht werden

Im Beispiel der Abbildung 16 miissen die Teile in der rechten Hélfte des Dreieckes vor
dem Einpassen ins Quadrat umgewendet werden.
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Abb. 16: Umwenden erforderlich

5 Zerlegungsgleichheit und Flachengleichheit

Zerlegungsgleiche Figuren sind trivialerweise flachengleich. Man kann umgekehrt zei-
gen, dass flachengleiche Polygone auch zerlegungsgleich sind (Satz von W. Wallace -
F. W. Bolyai (1832) — P. Gerwien (1833)). Insbesondere sind ein Quadrat und ein fla-
chengleiches gleichseitiges Dreieck zerlegungsgleich (Abb. 12 bis 16).

Eine analoge Aussage gilt im Raum nicht. Zwar sind zerlegungsgleiche Polyeder natiir-
lich volumengleich, aber umgekehrt sind volumengleiche Polyeder nicht immer zerle-
gungsgleich. Insbesondere sind ein Wiirfel und ein volumengleiches regelméfiges Tet-
raeder (Abb. 17) nicht zerlegungsgleich.

Abb. 17: Wiirfel und Tetraeder

Die Frage der Zerlegungsgleichheit von Tetraedern wurde von Hilbert als drittes Prob-
lem gestellt und von M. W. Dehn (1902) beantwortet. B. F. Kagan (1903) vereinfachte
den Beweis. H. Hadwiger (1954) gab eine Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen.
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Abb. 18: Hugo Hadwiger (1908-1981)

Weitere Bearbeitungen gehen auf D. Benko (2007) und W. Ch. Wittmann (2012) zu-
riick.

6 Zerlegungsgleiche Dreiecke und Polygone

Das Grundverfahren bei Flichenumformungen besteht darin, Dreiecke mit gleicher Ho-
he und gleicher Grundlinie zu bearbeiten. Die Abbildung 19 zeigt, wie das mit Zerle-
gungen bewerkstelligt werden kann.

Abb. 19: Zerlegungsgleiche Dreiecke

Sind mehrere Schritte dieser Art erforderlich, ist die bisherige Unterteilung jeweils wei-
ter zu unterteilen. Dies fiihrt bald einmal zu einer groen Anzahl von Puzzle-Teilen. Die
Abbildung 20 zeigt eine Illustration des Kathetensatzes. Dabei wurde darauf geachtet,
dass die beiden Kathetenquadrate wie auch die beiden Hypotenusenrechtecke jeweils
punktsymmetrisch zerschnitten werden.
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Abb. 20: Kathetensatz

Es ist mir nicht gelungen, bei der Farbung mich auf vier Farben zu beschrinken. Die
Schwierigkeit besteht darin, dass jedes Puzzleteil an zwei Orten vorkommt. Man muss
also sozusagen auf zwei Hochzeiten gleichzeitig tanzen.

7 Anzahl Farben

Die Abbildung 21 gibt ein einfaches Beispiel, bei welchem zwingend fiinf Farben beno-
tigt werden.

Abb. 21: Fuinf Farben

Fiir die Figur links wiirden geméfl dem Vierfarbensatz vier Farben reichen, man konnte
das hellblaue Rechteck ebenfalls gelb farben. Das ist aber nicht kompatibel mit der Fi-
gur rechts, weil wir dann zwei gelbe Teile mit gemeinsamer Kante hitten. Umgekehrt
konnt man in der Figur rechts das griine (oder das rote) Rechteck gelb firben, was aber
mit der Figur links nicht kompatibel ist.

8 Technisches

Fiir das Zeichnen habe ich gute Erfahrungen gemacht mit einer Grafiksoftware, welche
iber einen Vertex-snapper verfiigt. Das heif3t, man kann Puzzleteile verschieben, bis ein
Eckpunkt an einem Eckpunkt eines anderen Puzzleteils einrastet.
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9 Optimierung

Zu flichengleichen Polygonen gibt es verschiedene gemeinsame Zerlegungen. Das fol-
gende Beispiel soll Vor- und Nachteile verschiedener gemeinsamer Zerlegungen illust-
rieren.

Wir bearbeiten ein regelméfiges Dreieck und ein dazu fldchengleiches regelmifiges
Sechseck.

Diese Figuren konnen zunichst wie folgt gefunden werden. Wir gehen von einer regel-
miBigen Kreisteilung in zwolf Teile aus und ergénzen zu Dreieck und Sechseck geméf
Abbildung 22.

Abb. 22: Dreieck und Sechseck

Wenn wir vom Einheitskreis ausgehen, hat das Dreieck einen Inkreisradius 12 (Abb.

Sl

23) und damit eine Seitenldnge /6 . Fiir den Flicheninhalt ergibt sich %\/5 .

\ R

Abb. 23: Flachenberechnung
Das Sechseck hat den Umkreisradius 1 und damit ebenfalls den Fldcheninhalt %\/5 .

Die Abbildung 24 zeigt nun eine gemeinsame Zerlegung.
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Abb. 24: Gemeinsame Zerlegung

Unter der Website Zerlegungsgleichheit finden wir eine andere Zerlegung (Abb. 25).
Dies ist die beste bis anhin bekannte Zerlegung.
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Abb. 25: Zweite Zerlegung
Nachfolgend eine Gegeniiberstellung der beiden Zerlegungen.

Zerlegung Abbildung 24 Abbildung 25
Anzahl Teile total 9 5
2 bzw. 3 je nachdem, ob
Anzahl Formen spiegelbildliche Formen 5
separat gezihlt werden
Anzahl Farben 3 3
Symmetrie Zyklische Symmetrie Keine Symmetrie

Die Zerlegung der Abbildung 24 benétigt insgesamt mehr Puzzleteile, kommt aber mit
weniger Puzzleformen aus. Zudem haben die Zerlegungen sowohl des Dreieckes wie
des Sechseckes eine zyklische Symmetrie.

10 Zuverlassigkeit von Zerlegungsbeweisen

Die vier in einem Quadratraster gegebenen Puzzleteile der Abbildung 26 konnen wir

scheinbar sowohl zu einem Quadrat wie auch zu einem Rechteck zusammensetzen
(Abb. 27).



Hans Walser: Puzzle 14 /21

el il

Abb. 26: Puzzleteile

Abb. 27: Quadrat und Rechteck

Nun hat aber das Quadrat die Seitenlédnge 8, also den Flidcheninhalt 46, das Rechteck die
Lédnge 13 und die Hohe 5 und damit den Flicheninhalt 65. Tatsichlich sehen wir, dass
beim Rechteck die Sache nicht ganz aufgeht. Wir haben lidngs einer Diagonalen einen
feinen Zwischenraum. Dies ist ein Parallelogramm mit dem Fldcheninhalt 1.

Die Seitenléngen 8 beziehungsweise 13 und 5 sind drei aufeinanderfolgende Fibonacci-
Zahlen. Die Abbildung 28 zeigt ein analoges Beispiel mit den drei Fibonacci-Zahlen 13,
21 und 8.

Abb. 28: Quadrat und Rechteck

In diesem Beispiel hat das Quadrat den Flacheninhalt 13? = 169, das Rechteck den Fli-

cheninhalt 21x8 = 168. Im Rechteck haben wir lings der Diagonalen eine Uberlappung
welche aber von Auge nicht mehr wahrgenommen werden kann.
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Allgemein gilt bei drei aufeinander folgenden Fibonacci-Zahlen die schon Kepler be-
kannte Relation:

2
Fy=FF, - (_l)n
Wir dividieren durch den Term links und erhalten:

1= Fuil X Fy _ (_l)n

Beim Grenziibergang n — oo verschwindet der Fehlerterm und wir erhalten:

=p.L
1—<I)-q)

Dabei ist @ = lim % = # =~1.618 der Goldene Schnitt (Walser 2013).
n—oo "1

Geometrisch haben wir die Situation der Abbildung 29. Diese Figur findet sich im Prin-
zip bereits bei Euklid Elemente, zweites Buch, §11. Es wird dort auch eine Konstruktion
des Goldenen Schnittes angegeben. Der Goldene Schnitt (bei Euklid Stetige Teilung
genannt) folgt aber explizit erst im sechsten Buch.

Sl

1

Abb. 29: Quadrat und Rechteck
Die Figur findet sich auch in einem Bild von Jo Niemeyer (Abb. 30).
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Abb. 30: Jo Niemeyer. 531 ohne Titel. Acryl auf Leinwand auf Holz. 2014

Fiir die Ausmafle im Goldenen Schnitt gibt es nun eine saubere gemeinsame Zerlegung
(Abb. 31).

Abb. 31: Zerlegungsgleichheit

Die beteiligen Dreiecke miissen bei dieser Zerlegung um 90° gedreht werden.

11 Rational und irrational

Wir versuchen nun, in der Situation der Abbildung 29 eine Zerlegung mit groBtmogli-
chen Rechtecken zu finden.

Zunichst konnen wir je ein so genanntes Goldenes Rechteck entfernen (Abb. 32).
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Abb. 32: Gemeinsames Goldenes Rechteck

Die grauen Restfiguren sind interessant: Wir haben nun rechts oben ein Restquadrat und
links unten ein Restrechteck, das zum urspriinglichen Rechteck rechts oben dhnlich ist.

Nach dem néchsten Schritt (Abb. 33) wiederholt sich in den Restfiguren sogar positi-
onsméBig die urspriingliche Situation.

Abb. 33: Rest entspricht der urspriinglichen Situation

Das heifit aber, dass wir unendlich viele Schritte fiir unsere gemeinsame Zerlegung be-
notigen. Dies ist letztlich eine Folge der Irrationalitidt des Goldenen Schnittes. Demge-
geniiber zeigt die Abbildung 34 ein Beispiel mit einem rationalen Seitenverhéltnis.
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Abb. 34: Rationale Seitenverhaltnisse

Schon nach dem ersten Schritt des Abtrennens des groBtmoglichen gemeinsamen
Rechteckes wiederholt sich die Situation nicht mehr (Abb. 35).

1

Abb. 35: Erster Abbauschritt

Tatsichlich kommen wir in endlich vielen Schritten zu einer gemeinsamen Rechteck-
zerlegung (Abb. 36).

1
Abb. 36: Zerlegung in Rechtecke
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12 Auf der schiefen Bahn

Es gibt eine weitere Art, in der Situation der Abbildung 29 eine gemeinsame Zerlegung
zu finden. Als Vorbereitung benotigen wir die parallelen schrigen Linien der Abbildung
37. Die Parallelitét lasst sich mit Strahlensédtzen nachweisen.

e

1

Abb. 37: Die schiefe Bahn

Die Abbildung 38 zeigt nun die ersten Schritte der gemeinsamen Zerlegung. Die blauen
Dreiecke sind je die Hélften des misslungenen Versuches der Abbildung 32.

Abb. 38: Erste Schritte

Mit einer geeigneten waagerechten oder senkrechten Halbierung der Restparallelo-
gramme finden wir nun die gemeinsame Zerlegung (Abb. 39).
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Abb. 39: Gemeinsame Zerlegung

Dieses Verfahren ldsst sich auf flachengleiche Parallelogramme mit gleichen Winkeln
verallgemeinern (Abb. 40).

Abb. 40: Verallgemeinerung

13 Farben und Asthetik

In den Beispielen wurden meistens ,,reine’ RGB-Farben verwendet. Dadurch werden
die Abbildungen etwas gar bunt.

Im Titelbild, das geometrisch der Abbildung 39 entspricht, wurden die Farben etwas
,,entscharft®.

Dank

Ich danke Jo Niemeyer, Funchal/Portugal, fiir die Foto der Abbildung 30 sowie weitere
Ratschlédge in der Farbgebung.
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