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Abstract:

Der Goldene Schnitt tritt seit der Antike in vielen Bereichen der Geometrie, Architek-
tur, Musik, Kunst, Naturwissenschaften und Mathematik auf. Im Vortrag werden ver-
schiedene Beispiele dazu gegeben. Dabei wird auch eine Abgrenzung zu eher esoteri-
schen Sichten auf den Goldenen Schnitt versucht.

Der Goldene Schnitt ist kein isoliertes Phdnomen, sondern in vielen Fillen das erste und
einfachste Beispiel einer Folge weiterfiihrender mathematischer Verallgemeinerungen.
Die mit dem Goldenen Schnitt eng verbundenen Fibonacci-Zahlen sind das historisch
erste Beispiel einer Wachstumsmodellierung.

Der Goldene Schnitt erscheint immer im Zusammenhang mit einer versetzten bilatera-
len Symmetrie, wobei der zweite Teil vom ersten Teil direkt beeinflusst ist.
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1 Kreise
Im Titelbild mit den Sternen sehen wir auch drei Kreise.

Kreise

Die Radien dieser Kreise stehen im Verhéltnis des Goldenen Schnittes. Wir kOnnen sie
auch anders anordnen.

Andere Anordnungen

Im Bild links sehen wir nochmals die Verhiltnisse. Die asymmetrische Anordnung im
Bild rechts ist typisch fiir den Goldenen Schnitt.

Wir konnen die Figur symmetrisieren und weitere Kreise einfiigen.
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Weitere Kreise

Die kleinen Kreise, welche oben und unten hinein passen, sind eine der vielen Uberra-
schungen, die einem beim Goldenen Schnitt begegnen konnen [1].

2 Pentagon und Pentagramm

Das Titelbild enthélt drei Pentagons (regelméBige Fiinfecke) und drei Pentagramme
(regelméBige Sterne mit fiinf Spitzen). Dies sind Schliisselfiguren fiir den Goldenen
Schnitt.

Pentagon und Pentagramm
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3 Prozentrechnung

Wir suchen einen Prozentsatz so, dass der Prozentsatz plus der Prozentsatz des Prozent-
satzes zusammen gleich 100 % ist.

Wir versuchen nach dem Einschachtelungsprinzip.

50% +25% =175% Zu klein

60 % + 36 % =96 % Etwas zu klein

61.8 % + 38.1924 % =99.9924 % | Schon sehr gut

62 % + 38.44 % = 100.44 % Recht gut

70 % +49 % =119 % Zu grof}
Versuche

Natiirlich kann man das auch algebraisch angehen:

x+x2 =1

Das ist die einfachst mogliche allgmeine quadratische Gleichung. Fiir die positive Lo-
sung erhalten wir:

xX= # ~0.6180339887499

4 Stammbiume

4.1 Binarer Stammbaum

Die Abbildung zeigt einen bindren Stammbaum, wie er etwa bei Menschen vorkommt.
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Der Frauenanteil betrédgt in jeder Generation 50°.

4.2 Stammbaum einer Drohne

6/20

Bei den Bienen ist es so, dass es aus den befruchteten Eiern weibliche Bienen (Arbeits-
bienen oder Koniginnen, letzteres ist eine Frage der Erndhrung) entstehen, aus den un-
befruchteten Eiern aber Drohnen. Eine Drohne hat daher nur eine Mutter, eine weibli-
che Biene aber Vater und Mutter. Das fiihrt zu einem asymmetrischen Stammbaum.

Die in diesem Stammbaum erscheinenden Zahlen 1,1, 2, 3, 5,8, 13, 21, ... heiBen Fibo-

nacci-Zahlen.
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Der Weibchen-Anteil variiert und ist ab der dritten Elterngeneration groBer als 50 %.
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Aus den Prozentzahlen vermuten wir aber, dass es einen Grenzwert gibt.
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Wir vermuten einen Grenzwert

Dies ist tatsdchlich der Fall. Der Grenzwert ist wieder unsere merkwiirdige Zahl:

_J§2—1 ~0.6180339887499 = 61.80339887499%

Die Zahl hat unendlich viele Dezimalstellen und nie eine Periode. Es ist eine so genann-
te irrationale Zahl. Schuld daran ist /5 = 2.23606797749979 .

5 Der Goldene Schnitt in Zahlen
Die beiden Zahlen

O

15 1618039887499 ~1.618

% # ~0.6180339887499 = 0.618

gehoren beide zum Goldenen Schnitt. Traditionellerweise werden sie mit @ und %

bezeichnet. Sie sind Kehrzahlen voneinander, ihr Produkt ist also 1. Ebenfalls ist — und
das ist eine Besonderheit beim Goldenen Schnitt — ihre Differenz 1.

Eigentlich handelt es sich beim Goldenen Schnitt um ein Verhiltnis. Ein Verhiltnis
kann aber immer auf zwei Arten angegeben werden: ,,gro3 zu klein* oder ,klein zu

grof3.“ Beispiel: 3:2 = % =15 und 2:3= % =0.66666 .

Im Zusammenhang mit dem Goldenen Schnitt wird die grofere der beiden Verhiltnis-
zahlen als Majorund die kleinere als Minor bezeichnet.
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6 Namen

Fiir den Goldenen Schnitt sind im Verlaufe der Zeit verschiedene Bezeichnungen ge-
wihlt worden:

e Goldener Schnitt (1835, Martin Ohm, Bruder von Georg Simon Ohm)
e Golden Section, Nombre d‘Or

e Divina Proportione (Luca Pacioli, 1445-1514)

e Stetige Teilung (Euklid, 3. Jh. v. Chr.)

7 Geometrische Konstruktion

7.1 Die kleine Zahl
Wir beginnen mit einem rechtwinkligen Dreieck mit der einen Kathete 1 und der ande-

ren Kathete % .

1

Konstruktion des kleinen Goldenen Schnittes

Dieses Dreieck hat auf Grund des Satzes von Pythagoras die Hypotenusenlénge:

Nach Subtraktion der kurzen Kathete % bleibt ein Reststiick % = % tibrig.
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7.2 Die groBe Zahl

Die Konstruktion geht weitgehend analog. Wir addieren die kleine Kathete % und er-

halten @ =d.

1
Konstruktion des groBen Goldenen Schnittes
Die folgende Abbildung zeigt eine Uberlagerung der beiden Konstruktionen. Wir wer-

den diese Figur in spiteren Zusammenhédngen wieder antreffen. Sie deutet immer auf
den Goldenen Schnitt.

Synopsis

8 Beispiele

8.1 Das alte Rathaus zu Leipzig

Das alte Rathaus zu Leipzig wurde 1556 auf den Fundamenten friiherer Gebédude errich-
tet. Das Auftreten des Goldenen Schnittes ist daher eher zuféllig und lag nicht primér in
der Absicht der Bauherren.
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Die Fassade ist durch den Treppenturm im Verhiltnis 2:4 gegliedert. Das ist nicht der
Goldene Schnitt. Der Goldene Schnitt wird aber durch die Lage der Eingangstiir in den
Treppenturm sichtbar.

Der Goldene Schnitt teilt ,,ungerecht in einen groferen und einen kleineren Anteil.
Dafiir sind die Bezeichnungen Major und Minor iiblich.

8.2 Das Munster zu Freiburg im Breisgau

Der Turm des Miinsters Freiburg im Breisgau (1330) ist neben dem einen der Stral3bur-
ger Tiirme der einzige schon im Mittelalter fertig gebaute Turm einer gotischen Kathed-
rale. Alle anderen Tiirme gotischer Kathedralen (etwa Koln oder Ulm) wurden erst im
19. Jahrhundert fertiggestellt.

Der Pyramidenansatz ist im Teilpunkt des Goldenen Schnittes. Allerdings muss die
Kreuzblume an der Spitze weggelassen werden.

8.3 Goldenes Rechteck

Oft werden Bildformate und Verpackungsformate im Verhéltnis des Goldenen Schnittes
gewdhlt. Wir haben es hier mit Goldenen Rechtecken zu tun.

Goldene Rechtecke finden sich auch im Stadtgrundriss und in Gebduden von Chan-
digarh (Le Corbusier).

9 Euklid

Eine klassische Aufgabe: Zweites Buch, §11: Eine gegebene Strecke so zu teilen, dass
das Rechteckaus der ganzen Strecke und dem einen Abschnitt dem Quadrat iiber dem
anderen Abschnitt gleich ist.

ganze Strecke X ein Abschnitt = (anderer Abschnitt)2

Die Abbildung illustriert den Sachverhalt.

1-x X
Flachengleichheit

Rechnerisch erhalten wir:
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1-(1—x)=x2

Die Losung ist wiederum der Goldene Schnitt.

Minor Major

Der Goldene Schnitt als Lésung

10 BerUhmte irrationale Zahlen
Der Goldene Schnitt kann nicht als Bruchzahl dargestellt werden. Er ist irrational. Wei-

tere irrationale Zahlen sind \/E (wurde schon von Euklid nachgewiesen, 3. Jh. v. Chr.),
die Kreiszahl m (Nachweis durch Johann Heinrich Lambert, 1761) und die eulersche
Zahl e (Nachweis durch Leonhart Euler, 1737).

Der Nachweis der Irrationalitit des Goldenen Schnittes (,,schuld® ist \/g ) geht auf
Hippasos von Metapont (5. Jh. V. Chr.).

11 Pentagon und Pentagramm

11.1 Geometrie
Im Pentagon und im Pentagramm tritt der Goldene Schnitt auf.
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Pentagon und Pentagramm

11.2Krieg und Frieden
Das Gebiude des US-Verteidigungsministeriums hat die Form eines Pentagons.

Auch etliche Festungen haben eine fiinfteilige Symmetrie.

11.3 Architektur und Kunst
In vielen Beispielen ist die Verwendung des Pentagons offensichtlich.

11.4Wie kommen wir zu einem Fiinfeck?

Wir konnen einen Papierstreifen zu einem Knoten falten.

Knotenfiinfeck

Mit einer zusitzlichen Schlaufe erhalten wir ein Siebeneck (Walser, 2015).
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Siebeneck

An diesem Sachverhalt zeigt sich einmal mehr, dass der Goldene Schnitt das einfachste
nichttriviale Beispiel einer weiterfiithrenden Kette von Beispielen ist.

11.5Gibt es ein regelmaBiges Finfeckraster?

Es gibt regelméBige Dreieckraster, Quadratraster (Schachbrett, Karopapier) und Sechs-
eckraster (Bienenwabenmuster).

Hingegen gibt es kein regelmiBiges Fiinfeckraster. Es geht an den Ecken nicht auf.

Kein regelméBiges Funfeckraster

11.6 Hochklappen der Fiinfecke. Dodekaeder

Wir konnen die tiberfliissigen Spickel durch Hochklappen in den Raum wegbringen. So
entsteht ein Becher.
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Hochklappen der fiinf Seitenteile fihrt zum Becher

Wir konnen nun zu einem Deckel einwo6lben.
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Einwélben fihrt zum Dodekaeder

Wir erhalten das regelméfige Dodekaeder.
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11.7HalbregelméaBiges Flinfeck
Wir kerben das regelmiBige Fiinfeck ein.

HalbregelméaBiges Finfeck

>

Zusammen mit dem regelmifBigen Fiinfeck konnen wir die Ebene pflastern.

Pflasterung

()
&

Es geht aber auch mit dem halbregelmifBigen Fiinfeck allein.
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Parkett

Zehnfachspirale

Mit zwolf halbregelmiBigen Fiinfecken konnen wir ein halbregelmiBiges Dodekaeder
bauen.
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HalbregelméaBiges Dodekaeder

12 Vermessung des Menschen

Es wird immer wieder versucht, im menschlichen Korper die Proportionen des Golde-
nen Schnittes zu finden.

Das bekannteste Beispiel ist wohl der uomo vitruviano von Leonardo da Vinci. Die Sei-
tenldnge des Quadrates und der Kreisradius stehen im Verhiltnis des Goldenen Schnit-
tes.

Dazu gibt es Varianten und Karikaturen.

Die Idee wurde von Le Corbusier mit seinem Modulor wieder aufgenommen.

13 Die platonischen Kdrper

Es gibt fiinf platonische Korper: Tetraeder, Oktaeder, Wiirfel (Hexaeder), Ikosaeder und
Dodekaeder.

Die platonischen Korper (platonic solids, reguldre Korper) sind durch folgende drei Kri-
terien charakterisiert:

e Alle Seitenflichen kongruente regelméBige Vielecke (Seitenregularitit)
e Alle Eckfiguren kongruent (Eckenregularitit)
e Keine Selbstdurchdringung
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Die platonischen Koérper

Das Ikosaeder und das Dodekaeder enthalten Fiinfecke. Daher kommt bei diesen beiden
Figuren der Goldene Schnitt an vielen Orten vor. Im Folgenden zwei Beispiele.

P i

Der Goldene Schnitt bei den Niveaus der Ecken

Das Geriist des Ikosaeders besteht aus Goldenen Rechtecken.
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Gerilst des |kosaeders aus Goldenen Rechtecken
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