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Weiter ist

sz
21 w= Z[l -

Y | L
o j_ 575 (125+4145).
Damit erhilt man
1
22) R=Vv2+w’ =%,f§(29+9«/§).

Da die ausgewihlte Ecke keine speziellen Eigenschaften hat,
denn alle Ecken sind kongruent, so liegen alle 60 Ecken auf der
Kugel (19). Der Durchmesser dieser Kugel betrdgt 4,956 s oder
rund 5 s.

Ergebnis: Damit haben wir das FuBballpolyeder als sehr schon
regelmifBig erkannt, aber zu den reguldren Polyedern oder pla-
tonischen Korpern gehort es nicht. In jiingster Zeit ist das Fuf-
ballpolyeder fiir Chemiker von Interesse geworden, weil eine

neue Kohlenstoffmodifikation entdeckt wurde, deren Makromo-
lekiil aus 60 Kohlenstoffatomen besteht und die FuBballpolye-
derstruktur hat.
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Geschlossene Korbbo6gen

Hans Walser

Ein Korbbogen ist eine Folge von Kreisbogen mit gemeinsamer
Tangente an den Ubergangspunkten [1]. Geschlossene Korbbo-
gen konnen als Um-Korbbogen oder In-Korbbdgen von Polygo-
nen dienen und sind daher eine Verallgemeinerung der Begriffe
Umkreis und Inkreis. Ein Polygon ungerader Eckenzahl hat ge-
nau einen Um-Korbbogen und genau einen In-Korbbogen. Ein
Polygon gerader Eckenzahl hat entweder keinen oder dann un-
endlich viele Um-Korbbogen; dasselbe gilt fiir In-Korbbogen.
Die Kriterien iiber die Existenz solcher geschlossener Korbbo-
g sind Verallgemeinerungen von Eigenschaften der Sehnen-
vierecke und Tangentenvierecke.

Konstruktion eines Korbbogens

In [1] werden Korbbogen mit vorgegebenen Zentren der
jeweiligen Kreisbogen besprochen. Im Anschluss daran untersu-
chen wir Korbbdgen mit vorgegebenen Ubergangspunkten A,
Ay, Ay, ... (Fig. 1); es geht also darum, einen Korbbogen
»einzupassen®. Dazu wihlen wir zundchst einen beliebigen
Punkt M, auf der Mittelsenkrechten m, der Strecke AyA, . Dieser

Punkt M, sei das Zentrum des Bogens b; von A, nach A;. Die
Mittelpunkte M; der folgenden Bogen sind dann iterativ be-
stimmbar: M; ist der Schnittpunkt der Geraden A; 1M, ; mit der
Mittelsenkrechten m; der Strecke A j—lA ;-

Da M, auf m; beliebig gewihlt werden kann, ist der Korbbogen
nicht eindeutig bestimmt. Eine Verschiebung von M, zu M*,
(Fig. 2) liefert einen zweiten Korbbogen, dessen Ubergangsrich-
tungen in den Punkten A; gegeniiber dem ersten Korbbogen alle
um denselben Winkel, aber in alternierendem Drehsinn verdreht
sind.
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Geschlossene Korbbogen

Wir untersuchen nun den Fall A, = Ay; die Punkte A; sind
also die Eckpunkte eines geschlossenen Polygons mit » Ecken.
Bei einem beliebigen Start-Mittelpunkt M, stimmt die Anfangs-
richtung 7, im allgemeinen nicht mit der Endrichtung z, iiberein.
Da wir fiir einen geschlossenen Korbbogen auch einen glatten
Ubergang in A, = A, verlangen, miissen wir uns iiberlegen, wie
wir Anfangsrichtung # und Endrichtung #, in Ubereinstimmung
bringen konnen. Da sich eine Anderung der Anfangsrichtung

Fig. 1 Konstruktion eines Korbbogens mit gegebenen Ubergangs-
punkten
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Fig. 2 Alternierende Verdrehung der Ubergangsrichtungen

in alternierendem Sinn auf die weiteren Ubergangsrichtungen ¢
iibertriigt, gilt folgende Fallunterscheidung: Bei ungeradem »
sind die Anderungen von £, und #, gegenliufig (Fig. 3); bei gera-
dem 7 sind die Richtungsidnderungen gleichléufig.

Geschlossene Korbbogen mit ungerader Anzahl
der Einzelbdgen

Aus der Gegenliufigkeit der Richtungsénderungen ergibt sich
die innere Winkelhalbierende einer beliebigen Startrichtung fy
und der zugehérigen Endrichtung ¢, als gemeinsame Start- und
Endrichtung. Fiir ungerade n gibt es also einen geschlossenen
Korbbogen. Im Unterricht muf hier darauf hingewiesen werden,
daB damit zwar die Existenz, nicht aber die Eindeutigkeit eines

Fig. 4 Fiinfeck mit Um-Korbbogen

Fig. 3 Gegenldufige Richtungsénderung bei ungerader Eckenzahl

geschlossenen Korbbogens gesichert ist. Es konnte ja sein, daf3
eine andere Startrichtung £’ mit einer zugehorigen Endrichtung
t', zu einer anderen Winkelhalbierenden fiihrt. Dies ist aber nicht
moglich, da zwischen den beiden Startrichtungen f#y und ¢’ ei-
nerseits und den beiden Endrichtungen #, und #’, andererseits
entgegengesetzt gleiche Winkeldifferenzen bestehen, so da die
Winkelhalbierende gemeinsam ist.

Den nun eindeutig bestimmten geschlossenen Korbbogen nennen
wir in Analogie zum Umkreis einen Um-Korbbogen. Es gilt
somut:

Ein Polygon ungerader Eckenzahl hat genau einen Um-
Korbbogen.

Beim Dreieck ist der Um-Korbbogen der gewohnliche Umkreis;
ebenso fillt der Um-Korbbogen bei einem Sehnen-Polygon mit
dem Umkreis zusammen. Die Figur 4 zeigt ein Fiinfeck, das kei-
nen Umkreis besitzt, mit dem zugehorigen Um-Korbbogen.
Nehmen wir im Fiinfeck der Figur 4 die #ufiere Winkelhalbie-
rende einer beliebigen Startrichtung #, und der zugehorigen
Endrichtung ¢, als neue Startrichtung, ergibt sich ein Korbbogen
mit einer Spitzkehre (Fig. 5).

Fig. 5 Korbbogen mit Spitzkehre
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Geschlossene Korbbogen mit gerader Anzahl der
Einzelbogen
Da Start- und Endrichtung gleichsinnig 4ndern, kann keine ge-
meinsame Start- und Endrichtung durch Drehen einer beliebigen
Startrichtung erreicht werden; die Situation ist wie bei einem
jungen Hund, der versucht, seinen eigenen Schwanz durch
schnelles Umdrehen zu schnappen.
Der Winkel zwischen Startrichtung und Endrichtung ist eine von
der Startrichtung unabhéngige Invariante. Je nachdem, ob diese
Invariante von Null verschieden ist oder nicht, hat das Polygon
gerader Eckenzahl keine oder dann unendlich viele Um-
Korbbdgen. Wir wollen nun untersuchen, in welchem Fall es
Um-Korbbogen gibt.
Dazu fiihren wir im Polygon gerader Eckenzahl mit einem Um-
Korbbogen Winkelbezeichnungen gemiB Figur 6 ein.
Das Kriterium fiir die Geschlossenheit des Korbbogens, also fiir
die Existenz eines Um-Korbbogens, ist &, = €. Wegen
o, = &; + €5 und 0, = O, also explizit

O =€ +8&, O) =€+E&3,
O3 = €3+ &4, Oy = €4 +Es,

Oly-1 = €1+ &p, Op =€+ €,

folgt

Oy +003 +0st..+0L,
n-1

= 28] =a0 +0€2 +OC4+...+OC,,_2,
j=0

oder
Og—0+0, —0zt..—o, ; =0.

Dies ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Um-
Korbbogens und damit unendlich vieler Um-Korbbogen. Wenn
umgekehrt diese Bedingung erfiillt ist, kann ein beliebiges €; und
damit ein Start-Mittelpunkt M; auf m; gewihlt werden. An-
schlieBend sind €,, €, ... und damit M,, Ms, ... bestimmbar, so
daB schlieBlich €, = €, was einen geschlossenen Korbbogen ga-
1 iert. Somit gilt:

Fig. 6 Winkelbezeichnungen

Fig. 7 Sehnenviereck mit Um-Korbbogen

Ein Polygon gerader Eckenzahl hat genau dann einen - und
damit unendlich viele - Um-Korbb6gen, wenn die alternie-
rende Winkelsumme verschwindet.

Ein Viereck mit verschwindender alternierender Winkelsumme
ist ein Sehnenviereck; einer der unendlich vielen Um-Korbbdgen
ist der Umkreis. Die Figur 7 zeigt ein Sehnenviereck mit einem
vom Umkreis verschiedenen Um-Korbbogen. Aus der Figur 7 ist
auch ersichtlich, da8 die Mittelsenkrechten m; im Sehnenviereck
ApA1A2A;  gleichzeitig die Winkelhalbierenden im Viereck
MM M,M3 sind. Der Umkreismittelpunkt M des Sehnenvierek-
kes ApA1AA; ist also auch Inkreismittelpunkt des Viereckes
MM M,M3, das somit ein Tangenentenviereck ist. In einem Po-
lygon gerader Eckenzahl grofier als vier ist die Bedingung einer
verschwindenden alternierenden Winkelsumme zwar notwendig,
aber nicht hinreichend fiir die Existenz eines Umkreises. Daher
gibt es solche Polygone mit zwar unendlich vielen Um-
Korbbdgen, aber ohne Umkreis. Die Figur 8 zeigt ein Beispiel.

5 Tangentielle Korbbogen

Nachdem die Um-Korbbdgen als Verallgemeinerung des
Umkreis-Begriffes gefunden wurden, fragen wir nach einer ana-
logen Verallgemeinerung des Inkreis-Begriffes. Als Vorberei-
tung behandeln wir tangentielle Korbbdgen: Zu einem gegebe-
Fig. 8 Sechseck ohne Umkreis mit Um-Korbbogen

«
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Fig. 9 Tangentieller Korbbogen

nen Polygonzug PyP\P,... suchen wir einen Korbbogen mit
Ubergangspunkten Ay, Aj, A,, ... so, daB die Polygonstrecke

Pij .1 Tangente an den Korbbogen im Ubergangspunkt Aj ist
(Fig. 9).

Die Konstruktion beginnt mit einem beliebigen Punkt M, auf der
Winkelhalbierenden w; des Winkels PyP,P,. Der Punkt M ist der
Mittelpunkt des ersten Kreisbogens. Die Punkte Ay und A; erge-
ben sich als FuBpunkte der Lote von M; auf PyP, beziechungswei-
se PiP,. Den Punkt M, finden wir dann als Schnittpunkt von

MA; mit der Winkelhalbierenden w, des Winkels P;P,P3, und so
weiter.

Eine Verschiebung des Punktes M; auf der Winkelhalbierenden
wy fiihrt zu einer Verdnderung des Tangentenabschnittes
mund zu einer betragsmifig gleich groflen, aber mit einem
alternierenden Vorzeichen versehenen Verinderung der Tangen-
tenabschnitte A;P;,, (Fig. 10). Fiir geschlossene tangentielle

Fig. 10 Verinderung der Tangentenabschnitte

Korbbogen (In-Korbbogen) kann nun analog zu den Um-
Korbbogen bewiesen werden:

Ein Polygon mit ungerader Eckenzahl hat genau einen In-
Korbbogen. Ein Polygon mit gerader Eckenzahl hat entweder
keinen oder dann unendlich viele In-Korbbogen; letzteres ist
genau dann der Fall, wenn die alternierende Seitensumme des
Polygons verschwindet.
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Falsche subjektive Losungsstrategien und

ihre didaktische Fehlinterpretation

Arithmasthenie/Dyskalkulie (Rechenschwéche)
Rolf Réhrig

Mit Rechenmingeln plagen sich Schiiler und Eltern seit Genera-
tionen. Und da der Schulerfolg maBgeblich von den Kunstfertig-
keiten im Rechnen abhéngt, schlagen Schiiler, Eltern und Lehrer
seit jeher einen altbekannten, darum aber noch lange nicht alt-
bewihrten Weg ein, wenn sich die schlechten Zensuren in Ma-
thematik hiufen: Nachhilfe, Uben, Pauken.

Diese orthodoxe Losung zeugt zwar vom guten Willen, das
Problem zu meistern, fiihrt aber sehr haufig nicht zum gewiinsch-
ten Ziel und kann sogar kontraproduktiv sein. Denn so wichtig
und niitzlich das Uben ist, es reicht an die Ursache fiir die Fehler
gar nicht heran, die sich bei schlechten Rechnern so aufféllig ak-
kumulieren. ,,Richtig rechnet man das so“ - dieser bekannte
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Auftakt einer Nachhilfestunde leidet ndmlich an dem Mangel,
daB er verkehrte Losungen nicht krifisiert, sondern mit dem
richtigen Rechenweg konfrontiert. Die falsche Denkstrategie ei-
nes Schiilers wird auf diese Weise weder ermittelt noch wider-
legt. Die Ursachen fiir die sich hdufenden Fehler bleiben also in
Kraft. Mehr noch, sie konnen sich durch fleiiges Uben sogar
noch verfestigen. Ihre Langzeitwirkung entfalten sie dann in
nachfolgenden Disziplinen in einer Art Kettenreaktion, die gera-
de im Fach Mathematik nicht ausbleiben kann, wo ein Gebiet
logisch auf dem anderen aufbaut.

Dabei hat die Dyskalkulie-Theorie eine Entdeckung gemacht,
die aufthorchen 14Bt: Ein GroBteil der Rechenfehler geht nicht auf
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